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新教材中分层随机抽样内容的比较研究*

广东省广州市第十六中学 (510080) 何嘉颖

摘要 分层随机抽样是一种常见的抽样方法,也是高中

数学要求学生掌握的一种抽样方法. 随着《普通高中数学课

程标准 (2017年版)》的发布,对分层随机抽样的要求也有所

变化. 本文将会对新教材中分层随机抽样的内容进行比较研

究,并从分层随机抽样的定义、均值、方差等方面理清其中的

联系与区别,为分层随机抽样这块内容的教学提供一定的教

学建议.
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1 分层随机抽样定义的比较研究
1.1 几个课本定义的异同

对比旧人教 A版、新人教 A版、新人教 B版以及旧北师

大版、新北师大版五个版本教材中分层随机抽样的定义,可

以发现五个不同教材的分层随机抽样的定义都有涵盖两个

与分层随机抽样相关的特点: 一是把总体分为互不相交的

层,二是在每层中进行随机抽样.

其中,新人教 A版与其他四个课本定义有明显区别. 一

是四个课本定义中都对进行分层随机抽样时各层应如何抽

样作了说明,即对每层抽样时除了要进行随机抽样,还强调

需要“按一定比例”进行抽样. 二是新人教 B版还具体描述

了“按一定比例”进行抽样的具体操作,即“按层在总体中所

占比例”进行抽样. 三是新人教 A版没有对各层应如何抽样

作说明,但提及了一个分层随机抽样时的分配方式“比例分

配”.

从教材的内容来看,其他四个课本定义中所强调的“按

一定比例”进行抽样都是指“比例分配”. 也就是说,新人教 A

版是一个包含其他四个课本定义内涵的更广义上的分层随

机抽样定义,即分层随机抽样对各层的抽样方式有多种,“比

例分配”是其中一种方式. 新人教 A版所给出的分层随机抽

3.5 教学环节五: 课堂小结

深度学习蕴含着理解、总结和反思的过程. 所以最后课

堂小结设置问题:“这节课你学习了什么? ”接着教师追问:

“回顾本节课的学习过程,我们从总结基本图形—应用基本

图形,从中你有什么体会? ”让学生畅所欲言,从知识和方法

上进行多角度的总结和梳理.

3.6 教学环节六: 教学反馈

为了检测这节课达到的教学效果,在本次课教学结束后,

针对练习中学生做的较差的一道练习,对学生再一次进行检

测. 这节习题课所考察学生的各项综合能力和素养都比较强,

主要是面向中上学生. 通过微专题学习之后,我们发现中上

的学生的思维都有一定的提升. 在这次检测中,他们大部分

都能够运用本节课的学习方法解决此类问题,达到了本节课

的教学目标. 对于班级的后进生,他们对于这种题目也有了

一定的解题思路,虽然没能够完全解决此类型题目,但是相

比较之前练习时没有任何的思路,现在也能写出一些,说明

已经初步形成这种思维.

4 结语

初中数学课堂进行微专题教学时,教师要尝试采取多种

教学方式吸引学生的注意力,例如通过数学实验、几何画板、

变式训练和问题导向式等教学策略,提高学生参与课堂的兴

趣和主动探索问题的能力. 同时在教学的过程中有意识地向

学生渗透建模、转化、整体和方程等多种数学思想,提升学生

的数学核心素养,从而让学生达到深度学习的目的.
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样定义与大学教材中的定义一致,除“比例分配”(按层权分

配)外,分层随机抽样还有 Neyman分配 (按层权与层标准差

的乘积成正比分配)、最优分配 (按估计量方差达到最小分

配)、不按比例分配等. 分层随机抽样的本质是按照一定的方

式得到更能反映总体,更能反映实际的样本.

1.2 新人教 A版定义下的教学

《普通高中数学课程标准 (实验版)》和旧教材对分层随

机抽样的要求不高,分层随机抽样的概念是“比例分配”下分

层随机抽样定义,主要是让学生掌握比例分配下各层样本量

与总体的关系,学会进行比例的换算.《普通高中数学课程标

准 (2017年版)》对分层随机抽样的要求有所提高,包括增加

了分层随机抽样的样本均值和样本方差,但侧重点仍在“比

例分配”下的分层随机抽样.

新人教 A版除了增加了均值和方差计算外,其对分层随

机抽样定义本身的要求也有所强化. 即需要知道分配方式有

多种,按不同分配方式可以得到不同的样本,且这些样本的

获得均是可行的;需要区别按比例分配与其他分配方式下样

本均值与方差估计总体的意义.

新课程标准和新人教 A版对分层随机抽样的要求转变

对教师的教学以及学生有关分层随机抽样的学习提出了新

的要求. 教师需重视对新课程标准与新教材的研究与学习,

改变自己对分层随机抽样的固有看法. 除了补充有关分层随

机抽样的样本均值和样本方差外,还需要着重理解不同分配

方式下样本的关系以及这对样本均值和样本方差估计总体

的影响.

以下提供简单两个例子用于理解不按比例分配分层抽

样的现实意义.

例 1 某大学有男生 2000人,女生 3000人,本月举办了

一个人数为 500人的交友配对活动 (一男一女为一对) ,参加

该活动的男女生各 250人. 活动结束后对 500人进行了问卷

回访;并以此估计全校学生对举办该类活动的认可情况.

在该例中,由于是“一男一女的配对活动”,因此样本无

法实现按比例分配.

例 2 某学生正进行某项针对全校学生的、与性别相关

的研究性学习,需对全校进行问卷调查. 该生通过自己的朋

友圈进行问卷发布,受该生朋友圈扩散限制,回收的问卷共

100份, 其中男生 10份, 女生 90份. 全校男生 600人, 女生

400人. 受研究截止时间限制,该生只能对已回收的 100份问

卷进行数据分析,并以此估计全校学生的情况.

在该例中,样本与总体并非按比例分配,且总体中男生

人数多于女生人数,但样本男生人数少于女生人数,因此用

该样本估计总体会有较大误差;但在现实中受各方面因素所

限,常会出现该例的情况. 教师可利用此例让学生理解它的

现实意义,并引导学生思考如何优化方案以及方案是否合理

性,如扩大样本量,剔除女生样本或增加男生样本以达到比

例分配等.

2 分层随机抽样均值的比较研究
2.1 分层随机抽样样本均值估计总体的意义

从分层随机抽样样本均值和总体均值的计算公式看,对

分层随机抽样的均值计算是对各层平均数进行加权平均数;

其中权重为各层个体数在总个体数的占比.

由于新人教 B版和新北师大版两版教材对分层随机抽

样的定义局限于“比例分配”,因此所给出的样本平均数可直

接估计总体平均数,即两版教材并没有过多探究分层随机抽

样样本均值估计总体的意义,而只侧重于公式的计算.

新人教 A版中分层随机抽样定义包括了“按比例分配”

和“不按比例分配”两种,因此均值计算涉及许多相关量,且

与分层随机抽样有关的均值也有多个,包括总体的均值、总

体中各层的均值、样本的均值、样本中各层的均值,如以层数

为 2为例,涉及 6个均值计算. 在这 6个均值计算中,只要分

配方式确定,都可以相应计算出各自的均值;并且由分层随

机抽样的定义,各层的样本均值都可以估计对应层的总体均

值. 而问题的核心在于总样本的均值并不一定可以估计总体

的均值;对大多数的分配方式,总体的均值是对各层样本平

均数进行加权平均,而权重为各层总个体数在总个体数的占

比;只有在“按比例分配”下,总体均值恰好可用总样本均值

进行估计.

例 (新人教 A 版第 184页练习 3) [1] 高二年级有男生

490人, 女生 510人, 张华按男生、女生进行分层, 通过分层

随机抽样, 得到男生、女生的平均身高分别为 170.2cm 和

160.8cm.

(1)如果张华在各层中按比例分配样本,总样本量为 100,

那么在男生、女生中分别抽取了多少名? 在这种情况下,请估

计高二年级全体学生的平均身高;

(2)如果张华从男生、女生中抽取的样本量分别为 30和

70,那么在这种情况下,如何估计高二年级全体学生的平均

身高更合理?

分析 (1)中明确指出这是按比例分配样本, 因此对全

体学生平均身高的计算既可以使用 W =
Mx+Ny

M +N
, 也

可以使用 W = w. (2) 中所给男生和女生的样本量明显

不是比例分配样本, 因此对全体学生平均身高的计算只可

以使用 W =
Mx+Ny

M +N
≈ 165.406, 若使用 w 估计 W , 则
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w ≈ 163.62,此时会出现较大误差.

2.2 新人教 A版分层随机抽样均值下的教学

对比三个版本对分层随机抽样均值的介绍,都有体现分

层随机抽样下样本均值计算的公式推导,以及用它对总体均

值的估计. 在教学中, 对样本均值公式的推导、其中涉及的

多个相关量的关系的梳理以及样本均值公式的意义都是教

学的重点. 此外,针对新人教 A版分层随机抽样均值,除了

对样本均值公式本身的推导以及意义的解释外,应说明只要

知道各层样本量,都可以计算样本的均值,只是所得均值并

不一定能用于估计总体均值; 应说明总体均值计算公式与

一般情况下分层随机抽样均值计算公式的关系, 即可以用
Mx+Ny

M +N
来估计总体均值W ;应说明在按比例分配下总体

均值计算公式与分层随机抽样均值计算公式的关系,即可以

直接用样本均值估计总体均值.

教师在教学中,可注重分层随机抽样均值计算公式的推

导并在推导过程中加入对公式含义的理解;可以给出不同形

式的例子以便学生在熟悉均值计算公式的计算;还可以结合

实际情境来判断计算所得均值是否能更合理反映总体的情

况. 如对“新人教 A版第 184页练习 3”进行改编,给出例子

中 1000位学生的身高数据;给出某种分层随机抽样下样本

的身高数据,让学生进行计算与探究.

值得注意的是,在用分层抽样的样本均值估计总体均值

时,无论是按比例分配还是不按比例分配的情况,对各层总

体均值都默认可用各层样本均值进行估计. 即默认简单随机

抽样中样本均值可估计总体均值;对这一性质,课本在简单

随机抽样一节仅以“在简单随机抽样中,我们常用样本平均

数去估计总体平均数”说明,但没有阐述本质原因. 实际上,

这一性质涉及统计学中点估计的无偏性,即“对任意总体而

言,样本均值是总体均值的无偏估计”. 但对学生而言,这一

性质超出了课程标准的要求范围,因此没有进行阐述而是作

为一个默认性质给到学生. 但教师在教学中需要理解这一性

质的原理,以及“样本方差并不是总体方差的无偏估计”,以

便理解教材在对分层抽样方差的阐述中不类比均值来阐述

的原因.

3 分层随机抽样方差的比较研究

3.1 分层随机抽样方差的定义

在新北师大版教材中,以一实际例子 (新北师大版必修

第一册 P171例 6)出发,给出了层数为 2时样本方差的计算

过程,并抽象概括出方差的一般计算公式以及推导过程.

在新人教 B版教材中,以一实际例子 (新人教 B版必修

第二册 P79)出发,直接给出了层数为 2时样本方差的计算公

式,但并没有给出公式的推导过程;还给出了样本方差的变

形公式.

在新人教 A版教材中,以一实际例子 (新人教 A版必修

第二册 P212例 6)出发,给出了层数为 2时样本方差的推导

过程,但没有抽象概括出一般计算公式;在新人教 A版 P216

的习题 9.2第十一题给出了在分层随机抽样中,层数分为 3

层时样本方差的一般计算公式.

在各个版本教材中都只给出了样本方差的计算公式,并

直接用该样本方差直接估计总体方差;而没有给出总体方差

的计算公式,以及在不同分配方式特别是按比例分配下的样

本方差与总体方差的联系. 这与样本方差并不是总体方差的

无偏估计有关.

例 (新人教 A 版 214页练习 5) [1] 某学校有高中学生

500人,其中男生 320人,女生 180人. 有人为了获得该校全

体高中学生的身高信息,采用分层抽样抽取样本,并观测样

本的指标值 (单位: cm) ,计算得男生样本的均值为 173.5,方

差为 17,女生样本的均值为 163.83,方差为 30.03.

(1)根据以上信息,能够计算出总样本的均值和方差吗?

为什么?

(2)如果已知男、女样本量按比例分配,你能计算出总样

本的均值和方差各为多少吗?

(3)如果已知男、女的样本量都是 25,你能计算出总样本

的均值和方差各为多少吗? 它们分别作为总体均值和方差的

估计合适吗? 为什么?

分析 (1) 总样本的均值和方差都需要知道各层的样

本量才可以计算, 因此不能够计算出总样本的均值和方差.

(2) 中明确指出这是按比例分配样本, 因此总样本的均值

w = W =
Mx+Ny

M +N
≈ 170.0188,总样本的方差

s2 =
m[s21 + (x− w)2] + n[s22 + (y − w)2]

m+ n

=
M [s21 + (x−W )

2
] +N [s22 + (y −W )

2
]

M +N
≈ 43.235

. (3) 可以计算总样本的均值和方差, w =
mx+ ny

m+ n
≈

168.665, s2 =
m[s21 + (x− w)2] + n[s22 + (y − w)2]

m+ n
≈

46.892. 但是它们不能作为总体均值和方差的估计.

3.2 分层随机抽样样本方差估计总体的意义

方差是样本各值与平均数差的平方的加权平均数,

反映数据的偏离程度. 由 s2 =
n∑

i=1

wi[s
2
i + (xi − x)2], 则

s2 =
n∑

i=1

wi · s2i +
n∑

i=1

wi(xi − x)2. 其中,
n∑

i=1

wi · s2i 可理解为

各层方差的加权平均数,
n∑

i=1

wi · (xi − x)2 可理解为各层平

均数与总体平均数的方差. 分层抽样中的方差受到各层内样
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本和层与层之间的分配两方面因素影响,一般把
n∑

i=1

wi · s2i

称为层内方差,把
n∑

i=1

wi · (xi − x)2称为层间方差;因此在统

计学中,分层抽样的方差一般可分解为组间方差与组内方差

之和.

3.3 分层随机抽样样本方差估计总体的优化

在教材中只给出了直接用样本方差来估计总体,而并没

有给出总体方差的计算公式,以及样本方差与总体方差的联

系. 下文将给出两种样本方差估计总体方差的方案.

方案一 在分层随机抽样中, 若层数分为 2 层, 第

1、2 层包含的个体数分别为 M 和 N , 第 1、2 层的总

体平均数分别为 X , Y , 总体平均数为 W , 设总体方

差为 S2, 第 1、2 层的总体方差分别为 S2
1 , S2

2 , 则 S2 =
M

M +N
[S2

1 + (X −W )2] +
N

M +N
[S2

2 + (Y −W )2].

设第 1, 2 层的样本平均数和方差分别为 x, s21, y, s22,

用 x, y 估计 X , Y , Mx+Ny

M +N
估计 W , 则有 M

M +N
[S2

1 +

(x− Mx+Ny

M +N
)2] +

N

M +N
[S2

2 + (y − Mx+Ny

M +N
)2], 即

M

M +N
S2
1 +

N

M +N
S2
2 +

MN

(M +N)2
(x− y)2 估计总体

方差 S2. 同理, 用 s21, s22 估计 S2
1 , S2

2 , 则有
M

M +N
[s21 +

(x− Mx+Ny

M +N
)2] +

N

M +N
[s22 + (y − Mx+Ny

M +N
)2], 即

M

M +N
s21 +

N

M +N
s22 +

MN

(M +N)2
(x− y)2 即估计总体

方差 S2.

在比例分配的分层抽样中, 由 m

M
=

n

N
=

m+ n

M +N
,

W = w,则 S2 = s2. 因此,可以直接用样本方差 s2 估计总

体方差 S2.

上述方案使用了课本所给的方差定义 (S2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2) 进行分层抽样方差公式的推导; 同时在

方案中,用各层样本方差作为各层总体方差的估计. 但从统

计学的角度,该方差并非对总体方差的无偏估计,即用该样

本方差并不能准确的估计总体方差.

方案二

定义 设 x1, x2, . . . , xn 为取自某总体的样本,则它关于

样本均值 x的平均偏差常用 S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2 作为

样本方差,也称无偏方差[2]. 它是总体方差的无偏估计.

用无偏方差定义给出相应的分层随机抽样方差计算公

式,下文所涉方差均为无偏方差.

在分层随机抽样中,若层数分为 2层,第 1、2层包含的

个体数分别为M 和N ,第 1、2层的总体平均数分别为X , Y ,

总体平均数为W ,设总体方差为 S2,第 1、2层的总体方差分

别为 S2
1 , S2

2 ,则

S2 =
M − 1

M +N − 1
S2
1 +

N − 1

M +N − 1
S2
2

+
M

M +N − 1
(X −W )2 +

N

M +N − 1
(Y −W )2

=
M − 1

M +N − 1
S2
1 +

N − 1

M +N − 1
S2
2

+
MN

(M +N − 1)(M +N)
(X − Y )2.

设第 1, 2层的样本本平均数和方差分别为 x, s21, y, s22,

用 x, y估计X , Y , s21, s22 估计 S2
1 , S2

2 ,则有

S2 =
M − 1

M +N − 1
s21 +

N − 1

M +N − 1
s22

+
M

M +N − 1
(x− Mx+Ny

M +N
)2

+
N

M +N − 1
(y − Mx+Ny

M +N
)2

=
M − 1

M +N − 1
s21 +

N − 1

M +N − 1
s22

+
MN

(M +N − 1)(M +N)
(x− y)2.

不妨设
m

M
= f1,

n

N
= f2,则

S2 =
mf2 − f1f2

mf2 + nf1 − f1f2
s21 +

nf1 − f1f2
mf2 + nf1 − f1f2

s22

+
mnf1f2

(mf2 + nf1 − f1f2)(mf2 + nf1)
(x− y)2.

在比例分配的分层抽样中, m
M

=
n

N
= f ,则

S2 =
m− f

m+ n− f
s21 +

n− f

m+ n− f
s22

+
m− f

m+ n− f
(x− w)2 +

n− f

m+ n− f
(y − w)2

=
m− f

m+ n− f
s21 +

n− f

m+ n− f
s22

+
mn

(m+ n− f)(m+ n)
(x− y)2.

由此可见,在无偏方差下,不能直接由总样本方差估计

总体方差;但可由各层样本方差及抽样比估计总体方差. 此

外,当抽样比是按比例分配时,总样本方差最小.

命题 设从均值为 µ,方差为 σ2 > 0的总体中分别抽取

容量为 n1 和 n2 的两独立样本, x1 和 x2 分别是这两个样本

的均值. 对于任意常数 a, b(a+ b = 1) , Y = ax1 + bx2 都是

µ的无偏估计,且当 a =
n1

n1 + n2
, b = n2

n1 + n2
时,使 D(Y )

的方差达到最小.

证明 易知, 由于 x1 ∼ (µ,
σ2

n1
), x2 ∼ (µ,

σ2

n2
), 且

Y = ax1 + bx2, a + b = 1, 则有 E(Y ) = E(ax1 + bx2) =

aE(x1) + bE(x2) = aµ + bµ = (a + b)µ = µ, Y 是 µ 的

无偏估计得证. 由于两样本独立, D(Y ) = D(ax1 + bx2) =

a2D(x1) + b2D(x2) = a2 σ
2

n1
+ b2

σ2

n2
,由 a+ b = 1,D(Y ) =
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基于核心素养的高中数学教材“函数的概念和性质”
习题比较研究*

四川省南充市西华师范大学 (637002) 刘远来 李红梅

摘要 本研究选取 2019年出版的四版教材中“函数的概

念和性质”这一章的习题为研究对象,对比四版教材数学核

心素养类型和水平划分. 研究发现,不同版本教材侧重的数

学素养类型不同,四版教材习题对数学运算素养重视程度较

高,对数学建模素养重视程度较低;习题的素养水平分布不

均并有所侧重.

关键词 数学核心素养;教材习题;函数的概念和性质;

比较研究

1 引言
《普通高中数学课程标准 (2017年版 2020年修订)》(下

称《新课标》)指出高中数学课程以学生发展为本,落实立德

树人根本任务,培养科学精神和创新意识,提升数学学科核

心素养[1]. 教材作为课程目标的承载主体,是师生开展教学

的主要工具和资源[2]. 习题作为教材的重要组成部分,有着

消化巩固新知、拓展延伸新知、思想方法渗透、育人等功能[3].

通过文献发现,基于核心素养的教材习题比较研究集中于新

旧教材的比较研究和不同地区现行版本的比较研究. 基于此,

本研究从课程标准对函数内容的要求出发,以《新课标》中

核心素养的内涵和水平划分为根据,对比四版教材中“函数

的概念和性质”习题的核心素养类型和水平划分,分析四个

版本的核心素养类型及其素养水平的侧重点,帮助教师领会

与适应新教材,汲取不同版本的习题,并为教师和教材编写

者提出几点启示.

2 研究设计

2.1 研究对象

由于 2019年版教材于 2022年在全国大部分地区投入

使用, 对一线教师将会是一次全新的挑战,需要教师改变原

a2 σ
2

n1
+ b2

σ2

n2
= a2 σ

2

n1
+ (1− a)2

σ2

n2
= (

n1 + n2

n1n2
a2 −

2

n2
a +

1

n2
)σ2, 则 ∂(D(Y ))

∂a
= (2

n1 + n2

n1n2
a − 2

n2
)σ2, 令

∂(D(Y ))

∂a
= 0,则 a =

n1

n1 + n2
, b = n2

n1 + n2
得证.

3.4 新人教 A版分层随机抽样方差下的教学

从分层随机抽样方差的计算公式可见,无论是公式的推

导,记忆,理解,还是公式的计算与应用都是教学的难点. 此

外,针对新人教 A版的内容,直接用样本方差估计总体方差

时所用到的是样本平均数,即无论是否按比例分配,所使用

的都是样本本身的样本量;这与用样本平均数估计总体平均

数时,使用的是总体比例不同.

面对新教材中的这一大变化,教师在教学中需做好备课

工作,课前要对分层随机抽样方差计算公式的推导、理解、应

用理解透彻;考虑到计算公式的抽象性,符号字母的多样性,

应考虑对教材例题进行适当设计,如先减少样本量,让学生

考虑样本量很小 (如样本量为 10)时,应如何计算样本方差,

从中归纳概括出样本方差的计算公式. 而对样本方差的计

算公式推导,由于涉及求和符号以及相应的运算性质,学生

在此前并未接触,因此容易使学生产生障碍. 因此应考虑学

生的层次进行选择,如在让学生根据例子自行归纳出计算公

式后,直接类比给出公式而不推导 (新人教 B版) ,或在拓展

出另外补充推导过程但不具体细致讲解,而是分析相关思路

(新北师大版) ,或利用具体例子进行推导 (新人教 A版) . 在

推导时应考虑尽量避免求和符号的使用,或者应在前期教学

中对求和符号及运算性质进行训练或熟悉,以避免求和符号

造成的障碍. 此外,结合新课程标准对学生核心素养以及思

维的培养与拓展,教师也可设计问题串引导学生探究样本方

差估计总体方差的优化方案,以加深学生对方差的理解.
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