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　 　 一、问题的提出

在统计内容的学习中，不少同学往往只

记住方差、线性回归系数和相关系数的原始

公式，而不能根据题目中给出的具体数据条

件对原始的公式进行适当的变形，以充分利

用题目中的数据条件简化运算．
事实上，在方差、分层抽样方差、线性回

归系数和相关系数等统计计算中，都涉及到

∑
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分别是数据 ｘ ｉ，ｙ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ） 的平均数．
本文系统研究这个恒等式，给出其证明

并举例说明其应用，以期帮助同学们灵活掌

握方差、线性回归系数和相关系数等统计计

算，提升自身的数学抽象、数学运算、数据分

析等数学核心素养．
二、恒等式的证明
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三、恒等式的应用

１． 计算方差

设数据 ｘ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ） 的平均数、方

差分别为 �ｘ，Ｓ２，则方差 Ｓ２ ＝ １
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证明 　 在上述恒等式中，令 ｘ ｉ ＝ ｙ ｉ（ ｉ ＝

１，２，３，…，ｎ），则 �ｙ ＝ �ｘ，进而 Ｓ２ ＝ １
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评注 　 这个方差的变形公式可记忆为：
方差等于每个数据平方的平均减去这组数据

平均的平方． 其推广形式为：离散随机变量方

差公式 Ｄ（Ｘ） ＝ Ｅ（Ｘ２） － （ＥＸ） ２ ．
例 １　 某学校从在校学生中，用分层抽样

的方法抽取男生 ｍ 人，女生 ｎ 人． 测得他们身

高后，计算得到男生身高样本均值为 �ｙ男 ｃｍ，
方差为 ｓ２男 ｃｍ２；女生身高样本均值为 �ｚ女 ｃｍ，方
差为 ｓ２女 ｃｍ２ ． 求 ｍ ＋ ｎ 个身高数据样本均值和

方差［１］ ．
解 　 设男生样本为 ｙ１，…，ｙｍ，女生样本为

ｚ１，…，ｚｎ，所有数据样本均值为 �ｘ总，方差为 ｓ２总，则

�ｘ总 ＝
ｍ�ｙ男 ＋ ｎｚ女
ｍ ＋ ｎ ＝ ｍ

ｍ ＋ ｎ�ｙ男 ＋ ｎ
ｍ ＋ ｎ�ｚ女．

根 据 方 差 的 变 形 公 式， 得 ｓ２总 ＝
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男，ｓ２女 ＝ １

ｎ ∑
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ｚ２ｊ － �ｚ２女，所以

　 ｓ２总 ＝ １
ｍ ＋ ｎ［ｍ（ ｓ２男 ＋ �ｙ２

男）

　 　 ＋ ｎ（ ｓ２女 ＋ �ｚ２女）］ － �ｘ２
总 ． ①

评注 　 可以证明这里得到的分层抽样方

差公式① 与以前学习过的分层抽样方差公式
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２
女 ＋

（�ｚ女 － ｘ总） ２］ （参见［２］） 是等价的．
由此，我们可得到分层抽样的方差计算

新公式：设样本中不同层的平均数分别为 �ｘ１，
�ｘ２，…，�ｘｎ，方差分别为 ｓ２１，ｓ

２
２，…，ｓ２ｎ，权重分别为

ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ， 则 这 个 样 本 的 方 差 为 ｓ２ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ ｉ（ ｓ

２
ｉ ＋ �ｘ２

ｉ ） － �ｘ２，�ｘ为总样本数据的平均数．

（请同学们与以前学习的分层抽样的方差计

算公式 ｓ２ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ ｉ［ ｓ

２
ｉ ＋ （�ｘ ｉ － �ｘ） ２］ 进行对照、

比较）
例 ２　 现有甲、乙两支田径队，甲队的体

重的平均值为 ６０ ｋｇ，方差为 ２００ ｋｇ２；乙队体

重的平均值为 ７０ ｋｇ，方差为 ３００ ｋｇ２ ． 又已知

甲、乙两队的队员人数之比为１ ∶ ４，求甲、乙两

队全部队员体重的平均值和方差．
解 　 由题意可知 �ｘ甲 ＝ ６０，甲队队员在所

有队员中所占权重为 １
１ ＋ ４ ＝ １

５ ；�ｘ乙 ＝ ７０，乙

队队员在所有队员中所占权重为 ４
１ ＋ ４ ＝ ４

５ ．

故甲、乙两队全部队员体重的平均值为

�ｘ ＝ １
５ × ６０ ＋ ４

５ × ７０ ＝ ６８，甲、乙两队全部队

员的体重的方差为 ｓ２ ＝ １
５ × （２００ ＋ ６０２） ＋ ４

５
× （３００ ＋ ７０２） － ６８２ ＝ ２９６．

或者甲、乙两队全部队员的体重的方差

为 ｓ２ ＝ １
５ × ［２００ ＋ （６０ － ６８） ２］ ＋ ４

５ × ［３００

＋ （７０ － ６８） ２］ ＝ ２９６．
２． 计算线性回归系数 ｂ^
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例 ３　 某小区物业公司统计了近六年小

区私家车的数量，以编号 １ 对应 ２０１５ 年，编号

２ 对应２０１６年，编号３对应２０１７年，以此类推，
得到相应数据如下：

年份编号 ｘ １ ２ ３ ４ ５ ６

数量 ｙ ／ 辆 ４１ ９６ １１６ １９０ ２１８ ２７５

　 　 求该小区私家车的数量 ｙ关于年份编号 ｘ
的线性回归方程．
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解 　 因为�ｘ ＝ １
６ （１ ＋ ２ ＋ ３ ＋ ４ ＋ ５ ＋ ６） ＝
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所以，ｙ关于 ｘ的线性回归方程为 ｙ^ ＝ ４６ｘ
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例 ３　 我国风云系列卫星可以监测气象

和国土资源情况． 某地区水文研究人员为了

解汛期人工测雨量 ｘ（单位：ｄｍ） 与遥测雨量

ｙ（单位：ｄｍ） 的关系，统计得到该地区 １０ 组雨

量数据如下：
·９２·
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样本号 ｉ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

人工测雨量 ｘｉ ５. ３８ ７. ９９ ６. ３７ ６. ７１ ７. ５３ ５. ５３ ４. １８ ４. ０４ ６. ０２ ４. ２３

遥测雨量 ｙｉ ５. ４３ ８. ０７ ６. ５７ ６. １４ ７. ９５ ５. ５６ ４. ２７ ４. １５ ６. ０４ ４. ４９

　 　 并计算得∑
１０

ｉ ＝ １
ｘ２
ｉ ＝ ３５３. ６， ∑

１０

ｉ ＝ １
ｙ２
ｉ ＝ ３６１. ７，

∑
１０

ｉ ＝ １
ｘ ｉｙ ｉ ＝ ３５７. ３， �ｘ２ ≈ ３３. ６２， �ｙ２ ≈ ３４. ４２，

�ｘ�ｙ ≈３４. ０２． 试求该地区汛期遥测雨量 ｙ 与人

工测雨量 ｘ 的样本相关系数（精确到 ０. ０１），
并判断它们是否具有线性相关关系．

附： ３０４． ５ ≈ １７． ４，相关系数

ｒ ＝
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（ｙ１ － �ｙ） ２

．

解 　 根据

ｒ ＝
∑
１０

ｉ ＝ １
ｘ ｉｙ ｉ － １０�ｘ�ｙ

（∑
１０

ｉ ＝ １
ｘ２
ｉ － １０�ｘ２）（∑

１０

ｉ ＝ １
ｙ２
ｉ － １０�ｙ２）

，

代入已知数据，得

ｒ ＝ ３５７． ３ － ３４０． ２
（３５３． ６ － ３３６． ２）（３６１． ７ － ３４４． ２）

＝ １７． １
３０４． ５

≈ ０． ９８．

所以汛期遥测雨量 ｙ与人工测雨量 ｘ有很

强的线性相关关系．
四、一点启示

数学学习要全面． 例如对数学公式的学习，
不但要理解公式的由来，记住原始形式，还要掌

握公式的各种变形，以便根据题设条件灵活运用

公式，简洁迅速解决问题． 用联系的观点学习数

学，进行反思性学习．对所学数学知识、方法要进

行系统梳理，运用对照、比较等思维方法，找出它

们之间的相同点与不同点，进行抽象概括，揭示

数学对象之间内在的和本质的联系，可以优化认

知结构，提升学习效益，切实减轻学习负担．
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（上接第 ４９ 页）
　 　 在图３中，由ＡＢ ＝ ３，ＢＦ ＝ １，得∠ＢＡＦ ＝
α２；由 ＡＥ ＝ １，得 ∠ＢＥＦ ＝ α４；由 ＦＣ ＝ ６，
ＣＤ ＝ ３，得 ∠ＥＤＡ ＝ α３，∠ＣＦＤ ＝ ∠ＢＥＦ ＝
α４ ． 又易知 ∠ＥＦＤ ＝ ９０°，而 ∠ＥＡＤ ＝ ９０°，所
以 Ｄ，Ｆ，Ｅ，Ａ 四点共圆． 故 ∠ＥＤＡ ＝ ∠ＥＦＡ ＝
α４ － α２，即 ② 式成立．
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图 4

1

同样，在图 ４ 中，由 ＡＢ ＝ ５，ＢＦ ＝ １，得
∠ＢＡＦ ＝ α１；由 ＡＥ ＝ ２，ＢＥ ＝ ５ － ２ ＝ ３，得

∠ＢＥＦ ＝ α６；由ＦＣ ＝ １５，ＣＤ ＝ ５，得∠ＥＤＡ ＝
α５，且 ∠ＣＦＤ ＝ ∠ＢＥＦ ＝ α６ ． 又计算易知

∠ＥＦＤ ＝ ９０°，而∠ＥＡＤ ＝ ９０°，所以Ｄ，Ｆ，Ｅ，Ａ
四点共圆． 所以∠ＥＤＡ ＝ ∠ＥＦＡ ＝ α６ － α１，即
③ 式成立．

注解 　 ① 式更常见的证法是如图 ５，
ΔＡＢＣ 为 等 腰 直 角 三 角 形， 而 ∠ＣＢＥ ＝
∠ＢＡＥ ＝ α４，且 ∠ＣＡＥ ＝ α６，所以 α４ ＋ α６ ＝
∠ＢＡＣ ＝ ４５°．
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图 5
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