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导数中的基本问题
———曲线的切线
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  曲线的切线问题是高考数学中的热点问题,大家

对“在一点处”和“过一点处”的切线问题比较熟悉,最
近几年,过一点切线的条数及两曲线的公切线等成为

新的热点问题．曲线的切线问题除了考查考生对导数

几何意义的理解,还涉及对函数与方程、化归与转化、

构造等思想方法的考查．

１ 基础知识梳理

１)函数在一点处的导数的几何意义———曲线在

该点处切线的斜率．
若y０＝f(x０),则y＝f(x)在点(x０,y０)处的切

线方程为y＝f′(x０)(x－x０)+y０．

  图１

２)如图１所示,直
线y＝kx+b 与y＝

f(x)相切于点P(x０,

y０)的三个关系．
①y０＝kx０+b;

②y０＝f(x０);

③k＝f′(x０)．
３)对“在一点处”与“过一点处”的切线的再认识．

  图２

如图 ２ 所 示,直 线

l１,l２ 分 别 是 函 数y＝

f(x)“在”A,B 两点的

切线,同时直线l１,l２ 也

是“过”点P(x０,y０)且与

y＝f(x)相切的直线．

２ “在一点处”的切线问题

例１ (２０２１年全国甲卷１３)曲线y＝
２x－１
x+２

在

点(－１,－３)处的切线方程为 ．
分析 曲线及点都是给定的,而且点在曲线上,

所以求出曲线在该点的导数,利用点斜式即可得直线

方程．

解 求导得y′＝
２(x+２)－(２x－１)

(x+２)２ ＝
５

(x+２)２
,

所以y′|x＝－１＝５．因为(－１,－３)在曲线y＝
２x－１
x+２

上,所以切线方程为y+３＝５(x+１),化简得

５x－y+２＝０．

例２ 设函数F(x)＝lnx+
a
x
(０＜x≤３)的图

像上任意一点P(x０,y０)处切线的斜率k≤
１
２

恒成

立,则实数a的取值范围为 ．
分析 由导数的几何意义可知,切线的斜率即曲

线在该点的导数值,所以求出导函数之后,问题则转

化为含参数的不等式恒成立问题．

解 因为F′(x)＝
x－a
x２

(０＜x≤３),所以k＝

x０－a
x２０

≤
１
２
(x∈(０,３])恒成立,即a≥－

１
２x

２
０+x０

(x∈(０,３]),即a≥(－
１
２x

２
０+x０)max(x∈(０,３]),易

知当x０＝１时,－
１
２x

２
０+x０ 在(０,３]上取得最大值

１
２
,所以a≥

１
２
,故a的取值范围为[１

２
,+∞)．

此类问题较为常规,由于给定的点在曲线

上,所以该点的导数值即为曲线在该点切线

的斜率．如果要求的是切线方程,只需利用点斜式即

可;如果是其他问题,对条件进行适当转化即可．

３ “过一点处”的切线及切线条数的问题

例３ 在平面直角坐标系xOy 中,点A 在曲线

y＝lnx上,且该曲线在点A 处的切线经过点(－e,

－１),则点A 的坐标是 ．
分析 题目的要求是在曲线y＝lnx 上找一点

A,使得其切线经过点(－e,－１),这与例１有着本质

的区别．
２２
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解 设点A(x０,y０),则y０＝lnx０．又y′＝
１
x
,

所以y′|x＝x０＝
１
x０
,于是曲线y＝lnx 在点A 处的切

线方程为y－lnx０＝
x
x０－１．

由于切线过点(－e,

－１),代入整理得x０lnx０＝e．
令g(x)＝xlnx．当x∈(０,１)时,g(x)＜０,所以

不存在x０∈(０,１),使得x０lnx０＝e．当x∈(１,+∞)
时,g′(x)＝lnx+１＞０,所以y＝g(x)在(１,+∞)上
单调递增且g(e)＝e,故x０lnx０＝e存在唯一的实数

根x０＝e,此时y０＝１,故点A 的坐标为(e,１)．
“过一点处”的切线与“在一点处”的切线有

着本质的区别,求“过一点处”的切线方程,

一般是设出切点,首先求出在该点的切线方程,在该

点满足切线方程的基础之上,再利用方程、转化等思

想方法加以解决．

例４ (２０２１年新高考Ⅰ卷７)若过点(a,b)可以

作曲线y＝ex 的两条切线,则(  )．
A．eb＜a   B．ea＜b
C．０＜a＜eb  D．０＜b＜ea

分析 这是一道典型的“过一点切线条数”的问

题,即确定过平面直角坐标系上的哪些点可以作两条

与y＝ex 相切的直线．
解法１ 在曲线y＝ex 上任取一点P(t,et),对

函数y＝ex 求导得y′＝ex,所以曲线y＝ex 在点P 处

的切线方程为y＝etx+(１－t)et．由题意可知点(a,b)
在直线y＝etx+(１－t)et 上,则

b＝aet+(１－t)et＝(a+１－t)et．
令f(t)＝(a+１－t)et,则f′(t)＝(a－t)et．当

t＜a时,f′(t)＞０,函数f(t)单调递增;当t＞a时,

f′(t)＜０,函数f(t)单调递减,进而可知fmax(t)＝

f(a)＝ea．

  图３

过点(a,b)可以作曲线y＝ex 的两条切线等价

于:直线y＝b与曲线y＝f(t)的图像有两个交点．又
当t＜a+１时,f(t)＞０,当t＞a+１时,f(t)＜０．结

合函数f(t)的图像(如图

３),可知当０＜b＜ea 时,直

线y＝b与曲线y＝f(t)的
图像有两个交点,故选D．

解法２ 事实上,画出

y＝ex 的图像,借助几何直

 图４

观即可判定点(a,b)在曲线

y＝ex 下方和x 轴上方时才

可以作两条切线(如图４)．由
此可知０＜b＜ea,故选D．

例３告诉我们,如果

满足x０lnx０＝e的

x０ 不止一个,那么过点(－e,

－１)与曲线y＝lnx 相切的

直线就不止一条．在例４中,

过(a,b)可以作曲线y＝ex 的

两条切线,问题转化为关于t的方程b＝(a+１－t)et

有两个不同的解．由此可见,过一点切线条数的问题

可转化为方程的解的个数问题．

４ 公切线问题

如果一条直线同时与两曲线都相切,那么这条直

线就是这两曲线的公切线．一般来说,有以下两种

类型．
１)一个切点．
例如,直线y＝x与y＝ln(x+１),y＝sinx同时

相切于点(０,０)(如图５)．

图５

２)两个切点．

 图６

例如,直线y＝x+１
与y＝ex 相切于点(０,１),

同时与y＝ln(x+２)相切

于点(－１,０)(如图６)．无论

是哪一种类型,由于切线是

公共的,所以需要利用切线

的斜率相等或切线方程相

同来建立方程(组),使问题得以解决．

例５ (２０２０年全国Ⅲ卷理１０)若直线l与曲线

y＝ x 和 圆x２ +y２ ＝
１
５

都 相 切,则l 的 方 程

为(  )．

A．y＝２x+１   B．y＝２x+
１
２

３２
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C．y＝
１
２x+１  D．y＝

１
２x+

１
２

分析 先由直线l与曲线y＝ x相切,设出切点

的坐标,求得直线方程,再由直线l与圆相切,解得直

线方程．

解 设直线l与y＝ x 相切于点(x０,x０)

(x０＞０),又y＝ x的导数为y′＝
１
２ x

,所以直线l

的斜率k＝
１

２ x０
,于是可求得直线l的方程为

x－２ x０y+x０＝０．

因为 直 线l 与 圆 x２ +y２ ＝
１
５

相 切,所 以

|x０|
１+４x０

＝
１
５
,解得x０＝－

１
５
(舍)或１,则直线l的

方程为x－２y+１＝０,即y＝
１
２x+

１
２
,故选D．

此题以两条曲线(幂函数的图像、圆)的公切

线为载体,考查导数的几何意义的应用以及

直线与圆的位置关系．此题提醒我们,同样是切线问

题,但由于曲线类型不同,处理的方法也不尽相同．

例６ (２０１９年全国Ⅱ卷理２０)已知函数f(x)＝

lnx－
x+１
x－１．

(１)讨论f(x)的单调性,并证明f(x)有且仅有

两个零点;
(２)设x０ 是f(x)的一个零点,证明曲线y＝lnx

在点A(x０,lnx０)处的切线也是曲线y＝ex 的切线．
分析 第(１)问涉及函数的单调性、零点,这些都

是函数最基本的性质,在备考的过程中要高度重视;

第(２)问是在第(１)问的基础上,证明满足条件的直线

是两曲线的公切线．
解 (１)由题意知函数f(x)的定义域为(０,１)∪

(１,+∞)．因为f′(x)＝
１
x+

２
(x－１)２＞０

,所以f(x)

在(０,１),(１,+∞)上单调递增．又因为f(e)＝１－
e+１
e－１＜０

且f(e２)＝２－
e２+１
e２－１＝

e２－３
e２－１＞０

,所以存在

x１∈(e,e２)⊆(１,+∞),使得f(x１)＝０．又

f(
１
e
)＝－(１－

e+１
e－１

)＞０,f(
１
e２
)＝－

e２－３
e２－１＜０

,

所以存在x２∈(
１
e２
,１
e
)⊆(０,１),使得f(x２)＝０．

综上,f(x)有且仅有两个零点．
(２)因为x０ 是f(x)的一个零点,所以lnx０＝

x０+１
x０－１．

易知曲线y＝lnx在点A(x０,lnx０)处的切线

的斜率为１
x０
,又１
x０＝e

－lnx０,点B(－lnx０,
１
x０
)在曲线

y＝ex 上,且曲线y＝ex 在点B 处的切线斜率也为

１
x０．

又直线AB 的斜率

k＝

１
x０－lnx０

－lnx０－x０＝

１
x０－

x０+１
x０－１

－
x０+１
x０－１－x０

＝
１
x０
,

所以曲线y＝lnx在点A(x０,lnx０)处的切线也是曲

线y＝ex 的切线．
事 实 上,给 定 的 函 数 f (x)具 有 性 质:

f(
１
x
)＝－f(x)(x＞０且x≠１)(读者可自

行证 明),则 第 (１)问 中 的 x１,x２ 互 为 倒 数,即

x１x２＝１．在解决第(２)问时,要注意切线的斜率相等

(均 为
１
x０
),并 不 能 说 明 就 是 公 切 线,还 需 要 利 用

lnx０＝
x０+１
x０－１

证明两切点连线的斜率等于
１
x０．

本题实

质上讨论的是曲线y＝lnx与y＝ex 公切线的问题,

事实上,这两条曲线有两条公切线,它们关于直线y＝
x对称．

近几年的高考中,与曲线切线相关的问题大致与

上述列举的问题相关．从知识的层面看,涉及导数的几

何意义、点斜式的直线方程等．从思想方法的层面看,

涉及函数与方程、化归与转化等思想方法．无论是知识

层面,还是思想方法层面,高考试题都是通过多知识

点的交会与综合,考查考生分析问题、解决问题的

能力．
(完)
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４２


